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摘要　　从作用矩阵的角度重新理解Walsh 函数和桥函数的本质并统一它们的表达式.在定义杂

交矩阵的基础上构造一种新型三值函数并命名为杂交桥函数 , 该函数矩阵的行向量来自Walsh函

数矩阵和桥函数矩阵的行向量.由此提出了一种新的函数序列生成方法 , 取杂交桥函数的列向量

作为新的函数序列.该函数序列可以灵活调整序列中零的个数 , 解决了由于桥函数序列中零的个

数过多而限制其应用的问题 , 同时极大地扩充了函数序列的研究范围.严格的数学分析证明当父

母矩阵的初始矩阵阶数和杂交矩阵相似度满足一定条件时杂交桥函数具有较好的正交特性 , 为其

进一步在通信系统中的应用提供了理论参考.

关键词　　复制理论　Walsh函数　桥函数　杂交桥函数

　　正交函数是通信工程的数学基础之一.长期以

来 , 正余弦函数系作为完备正交函数系在信号分解

和副载波传输中发挥着重要作用 , 在通信领域中占

据统治地位.随着集成电路技术和数字计算机的快

速发展 , 数字化通信系统为以Walsh函数为代表的

非正弦正交函数的研究开拓了新的道路 , 1969 年

Harmuth 在 IEEE “S PECT RUM” 上发表的Walsh

函数在通信中的应用一文[ 1] , 在通信界引起了普遍

的重视.90 年代初 , 随着 CDMA 技术的兴起 ,

Walsh函数作为扩频码先后在 IS-95 和 CDMA2000

的技术标准中得到应用.桥函数
[ 2]
作为一种更一般

形式的非正弦正交函数在 1982 年国际遥测会议上

首次提出即引起了许多学者的关注 , 自 1983 年在

IEEE.Trans.EMC 上发表论文 《桥函数导论》
[ 3]

以来 , 桥函数从理论完善和实际应用都取得了巨大

突破.桥函数是在研究Walsh函数复制理论基础上

提出来的 , 它介于 Walsh 函数和方块脉冲函数之

间 , 不仅包含Walsh , Haar , Her , Ter , 方块脉冲

函数 , 还包含很多其他三值正交函数系 , 它们具有

很多有用的特性.文献[ 4] 中深入研究了桥函数的

相关函数 , 为其应用于通信系统奠定了数学基础.

如何在移动通信系统中应用并和 OFDM 等关键技

术结合成为现在桥函数发展过程中的重要研究方

向
[ 5]
.但是由于桥函数序列中零的个数比较固定

并相对较多 , 使得其在应用过程中具有一定的局

限性.为了能够灵活调整序列中零的个数 , 使其

更好地应用于通信系统中去 , 本文提出了一种基

于 Walsh函数和桥函数的新型三值函数序列生成

方式 , 将两种函数写成矩阵形式后按一定规则通

过替换行向量后取列向量的方式生成新的序列 ,

并把这种新的函数序列命名为杂交桥函数序列.

这种Walsh函数和桥函数之间的序列杂交能够

在灵活调整序列中零的个数的同时保证序列较好的

正交特性 , 并且极大扩充了函数序列的研究范围.

杂交桥函数的提出 , 不仅在理论上进一步发展了桥

函数理论 , 同时具有很好的应用价值和前景.

1　桥函数的分类和矩阵表示

为了更好地应用复制生成理论研究 Walsh 函数

和桥函数 , 一般用离散形式的函数序列表示这两种
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函数 , 将函数序列按其序号的顺序自小至大地按行

放置在矩阵中构成函数矩阵.矩阵形式在数学上更

容易分析应用.

离散型桥函数由复制和移位两种序列生成方式

共同生成.当只有复制生成方式时序列为 Walsh 序

列 , 只有移位生成方式时序列为方块脉冲序列.下

面以 +1为初始序列举例说明:

若给定整数 m , 将 m 的 q 位二进制自然码

(mq-1 ,mq-2 , …, m1 ,m0)作为生成信息 , 其中 mi ∈

{0 ,1}, i =0 ,1 , …,q -1 , 将其分成两部分:

m==(mq-1 ,mq-2 , …, mk),  m =(mk-1 , …, m1 ,m0)

根据复制和移位信息的选取和先后顺序 , 可以得到

两类 4种不同的桥函数 , 如表 1所示.

表 1　桥函数的分类

类别 m=  m 桥函数序列名称 矩阵表示

第一

类

复制

信息

移位

信息

第一类先移位后

复制的桥函数
Bri1 q , k

→ 移位

信息

复制

信息

第一类先复制后

移位的桥函数
 Bri1 q , k

第二

类

移位

信息

复制

信息

第二类先移位后

复制的桥函数
Bri2 q , k

※ 复制

信息

移位

信息

第二类先复制后

移位的桥函数
 Bri2 q , k

为了深入分析桥函数序列 , 不妨参考 Walsh 函

数 4种编号更加详细的划分桥函数的种类.

复制方式分为平移复制和对称复制两种 , 复制

信息顺序分为由高位到低位的自然码序和由低位到

高位的反写码序两种.将表 1中的 4种桥函数每一

种都可以再细分成4小类 , 共可写出 16个互不相同

的桥函数矩阵.用字母 P 代表平移复制方式 , W 代

表对称复制方式 , Z 代表自然码序 , F 代表反写码

序.用下标 PZ 和P F 分别表示平移复制方式下自然

码和反写码作为复制信息;下标W Z 和 WF 分别表

示对称复制方式下自然码和反写码作为复制信息.

16个桥函数矩阵具体表示如下:

Bri
1
P
Z
q , k 　 Bri

1
W
Z
q, k 　  Bri1P

Z
q, k 　  Bri1W

Z
q , k

Bri
2
P
Z
q , k 　 Bri

2
W
Z
q, k 　  Bri

2
P
Z
q, k 　  Bri

2
W
Z
q , k

Bri
1
P
F
q , k 　 Bri

1
W
F
q, k 　  Bri1P

F
q , k 　  Bri1W

F
q, k

Bri
2
P
F
q , k 　 Bri

2
W
F
q, k 　  Bri

2
P
F
q , k 　  Bri

2
W
F
q, k

　　文章后面着重分析了 Bri
1
P
F
q , k 和 Bri

1
W
F
q , k 这

两个函数矩阵的形式和结构.

2　研究基础

2.1　桥函数序列的性质

根据桥函数的定义 , 可以计算得到桥函数序列

中零元素的个数.

结论 1　q位二进制自然码作为桥函数序列的

生成信息 , 若其中有 k 位作为复制信息(k<q), 则

桥函数序列中非零元素的个数为 2k .

推论 1　除 Walsh 函数外 , q 位二进制自然码

作为生成信息的桥函数序列中 , 零元素的个数最少

为 2q-1 , 当且仅当移位信息位数取 1位时.

由推论 1可以看出 , 桥函数序列中至少有一半

是零.

桥函数序列的实质是将复制(平移和对称)和

移位这两种序列生成方法相结合 , 如果只使用其

中的一种生成方法就得到桥函数的两个极端特

例:Walsh函数和离散方块脉冲函数.如果把只

是函数序列序号顺序不同的函数矩阵当做同一个

函数矩阵 , 下面结论阐述了处于两个极端状态的

函数之间的中间状态桥函数矩阵和桥函数序列的

个数.

结论 2　由 q位二进制自然码作为桥函数序列

生成信息 , 一共可以产生 3(q-1)个大小为 2q ×2q

的桥函数矩阵 , 即能产生 3(q-1)×2
q
个两两不同

的桥函数序列.

结论2可以通过分析 16个桥函数矩阵并把仅仅

是函数序列序号不同的函数矩阵合并后得到.

结论 1和结论 2分别指出桥函数序列中零的个

数和桥函数矩阵和桥函数序列的个数 , 文章稍后提

出的杂交桥函数从这两个方面突破了桥函数序列的

限制.

2.2　Walsh函数和桥函数的作用矩阵表示形式

H 编号的 Walsh 函数矩阵称为 Hadamard 矩

阵 , N 阶 Hadamard 矩阵记作 [ HN ] ;X 编号的

Walsh函数矩阵称为爱克斯矩阵 , N 阶爱克斯矩阵

记作 [ X N ] [ 4] .
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　　结论 3

[ H2N ] =
[ HN ] 　[ HN ]

[ HN ] -[ HN ]
=

e[ HN ] 　e[ HN ]

e[ HN ] -e[ HN ]
=

e　e

e-e
 [ HN ] =[E2 ]  [ HN ] (1)

[ X2N ] =
[ XN ] 　[ XN ]

[ XN ] -[ XN ]
=

e[ HN ] 　e[ HN ]

e[ HN ] -e[ HN ]
=

e　e

e-e
 [ XN ] =[ E2 ]  [ XN ] (2)

　　其中:e表示保持原矩阵作用符 , e与某矩阵相

乘后得到该矩阵本身;-e表示负矩阵作用符 , -e

与某矩阵相乘后得到该矩阵的负矩阵;e表示逆矩阵

作用符 , e与某矩阵相乘后得到的新矩阵行向量和原

矩阵对应行向量互为逆序列;-e表示逆负矩阵作用

符 , -e与某矩阵相乘后得到的新矩阵行向量和原矩

阵对应行向量互为逆负序列.[ E2 ] 和 [ E2] 为作

用矩阵.其中 [ E2] 中作用符 e相当于 1 , -e相当

于-1 , 关系不会发生变化 , 即将 [ E2 ] 记做 [ H2]

结果不变 , 同时将 [ E2] 记作 [ G2 ] , 有如下推论.

推论 2　q 位 Walsh 函数序列的复制信息为

(mq-1 , mq-2 , …, m1 , m0), k 为小于 q 的整数 ,

则有:

[ H2q ] =[ H2 ]  [ H2 ]  …  [ H2 ]

q-k个

 [ H2k ] =

[ H2q-k ]  [ H2k ] (3)

[ X2
q ] =[ G2]  [ G2 ]  …  [ G2]

q-k个

 [ X2
k ] (4)

　　对 16 个具体的桥函数矩阵形式进行深入分析 ,

发现其中两个矩阵同样可以用作用矩阵的形式表

示 , 得到如下结论.

结论 4　q位第一类先移位后复制桥函数序列

的生成信息(mq-1 , mq-2 , …, m1 , m0)中 k 位(k <

q)移位信息为(mk-1 , …, m1 , m0), 则有:

Bri
1
P
F
q , k =[ H2 ]  [ H2 ]  …  [ H2 ]

q-k个

 I2k =

[ H2q -k ]  I2k

(5)

Bri
1
W
F
q, k =[ G2 ]  [G2 ]  …  [ G2 ]

q-k个

 I 2k (6)

　　小结　q位生成信息的Walsh函数矩阵 [ H2q ]

和桥函数矩阵 Bri
1
P
F
q, k 都可以被看成作用矩阵

[E2 ] 作用于初始矩阵 q -k 次后的结果 , 其中

[ H2q ] 初始矩阵为 [ H2k ] , Bri
1
P
F
q , k 初始矩阵为

I 2k ;同样地 , [ X2q ] 和桥函数 Bri
1
W
F
q, k 都可以被

看成作用矩阵 [ E2 ] 作用于初始矩阵 q-k 次后的

结果 , 其中 [ X2q ] 初始矩阵为 [ X2k ] , Bri
1
W
F
q , k

的初始矩阵为 I 2k .这种作用矩阵对初始矩阵的作用

生成方式如果从分块矩阵的角度理解不难看出

Walsh函数矩阵和桥函数矩阵具有相同的分块矩阵

的结构.

作用矩阵 [E2 ] 和 [ E2 ] 本质上分别代表平移

复制和对称复制两种复制生成方式 , 其中平移复制

的结果可以表示成低阶 H 编号 Walsh 矩阵和初始

矩阵直接做 Kronecke r积的结果 , 而对称复制则无

此形式的结论.通过作用矩阵的概念统一了 Walsh

函数和桥函数的表示 , 为后续概念的提出提供了理

论依据和基础.

3　杂交桥函数

在上述铺垫性的研究工作基础上 , 文章通过定

义杂交矩阵提出了杂交桥函数的概念并给出了其简

单性质.

3.1　杂交矩阵的定义

定义 1　将两个阶数相同的矩阵 A和B 按照相

同方 法 按 行 分 块 , A = A
T
1 A

T
2 …AT

k
T , B =

B
T
1B

T
2 …BT

k
T .构造矩阵 C= C

T
1C

T
2 …CT

k
T , 其中

Ci 选取 Ai 和B i 中的某一个 , 则矩阵 C称为A 和B

行杂交矩阵 , 简称杂交矩阵.A和 B 称为杂交矩阵

C的父母矩阵.

由杂交矩阵的定义不难得到如下结论.

定理 1　父母矩阵 A和B 按照相同方法分成 k

块 , 则 A和B的杂交矩阵的个数为 2
k
.

下面给出杂交矩阵 C和它的父母矩阵 A和B 相

似度的概念.

定义 2　用 card(K)表示集合 K 中元素的个数.

定义 C 和 A 的相似度为 card(MA
C), 其中 M

A
C =

Ci  Ci =Ai , i=1 , 2 , …, k .C和 B 的相似度
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为 card(M
B
C), 其中 M

B
C = {Ci  Ci =Bi , i=1 , 2 ,

…, k}.

由定义 2很容易得到如下结论.

定理 2　card(M
A
C)+card(M

B
C)=k (7)

3.2　桥函数和Walsh函数之间的杂交

2.2节研究表明:4 种 Walsh 编号中的两种函

数矩阵和 16 个桥函数矩阵中的两个可以看成是一

个初始矩阵经作用矩阵作用相同次数的结果 , 不同

的仅仅是它们的初始矩阵.

定义 3　把经过相同作用矩阵得到的 Walsh 函

数矩阵和桥函数矩阵作为父母矩阵进行杂交 , 具体

杂交对应规则如表 2所示.这样杂交生成的函数矩

阵称为杂交桥函数矩阵.

表 2　杂交矩阵对应表

函数类别 平移复制矩阵形式 对称复制矩阵形式

桥函数 Bri1PF q , k Bri1WF q , k

Walsh函数 [ H2q] [ X2q ]

下面的定理从杂交矩阵行向量和列向量的角度

去分析它的性质.研究表明:在对父母矩阵采用一

定的行划分方式下 , 杂交桥函数矩阵的行列向量都

具有较好的正交性.如果选取杂交桥函数矩阵的列

向量可以产生新型三值函数序列 , 并可以改变序列

中零的个数.

定理 3　记 q位 Walsh 函数和桥函数序列的生

成信息 , 其中桥函数有 k 位移位信息.若将桥函数

矩阵 A 和Walsh 函数矩阵 B同时按如下分块方式

对行进 行划分 A = A
T
1A

T
2 …A2q -k

T T 和 B =

B
T
1 B

T
2 …B2q -k

T T
, 所有 Ai 和B i 阶数均为 2

q
×2

k
.

杂交桥函数矩阵 Z具有如下性质:

(1)Z的所有行向量正交 , 即 Z×ZT 除主对角

线外其余元素全为 0.

(2)Z的每个列向量中含有零元素的个数相同 ,

为 card(M A
Z)×(2k -1).

(3)若将 Z所有 2
q
个列向量相邻 2

k
列组成一

个单元共 2
q-k
个单元 , 易知每个单元中的每一列的

零元素位置均不相同 , 按零元素的位置将不同单元

中位置相同的列向量组成一组共有 2
k
组.则不同组

的任何两个向量正交 , 同组间的任何两个向量内积

绝对值不超过min card(M
A
Z), card(M

B
C) ×(2

k
-1).

证明　首先证明 Bri
1
P
F
q , k 和 [ H2q ] 杂交 , 即

平移复制的情况.

(1) Bri
1
PF q, k  A , [ H2

q ]  B , I2k  A
＊
,

[ H2
k ]  B

＊
, [ H2

q-k ]  C(符号 表示记做).由

推论 2和结论 4可知 , A=C A
＊
, B=C B

＊
.

首先不妨考虑 card(M
B
C)=1 的情况.记 m =

2
q-k
, 不妨用 Bi 替换 Ai , 分块矩阵形式如下:

Z =

c11A
＊

c12A
＊ … … c1mA

＊

   　  

ci1B
＊

ci2B
＊   cimB

＊

   

cm1A
＊

… … cmmA
＊

2q-k

(8)

　　分别计算 Z×ZT 主对角线和其他位置的元素.

主对角线元素:m ×A＊× A
＊ T 或 m ×B＊×

B
＊ T
, 其中 A

＊
× A

＊ T
=I2k , B

＊
× B

＊ T
=

2
k
×I 2k .

其他位置的元素在非第 i 行和且非第 i 列的情

况下与A×AT 结果相同 , 均为零.

第 i行的元素:∑
m

k=1
cikcjk B

＊
×(A

＊
)
T

第 i列的元素:∑
m

k=1
cikcjk A

＊
×(B

＊
)
T
.

由于 C正交 , ∑
m

k=1
cikc jk =0.于是 Z非主对角线

元素全为零 , 主对角线元素为单位阵的整数倍 , 故

Z的所有行向量正交.card(MB
Z)=1 的情况得证.

card(MB
Z)=N 的情况同理可证.

(2)这个结论比较显然 , 从分块矩阵的角度考

虑不难得到.

(3)首先证明不同组的列向量正交.将不同组

的任意两个列向量等分成 2q-k段后考虑其对应子段

对.不难发现每一子段对都是由 A
＊或 B

＊中的两个

不同列向量分别乘以该分块位置的系数 cij(1或-1)

得到的.由于 A
＊和 B

＊都是正交矩阵 , 不同列向量

正交 , 故所有对应子段对正交 , 不同组列向量亦正

交.

对于同组列向量的情况 , 思考方法和不同组时
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类似 , 同样采取分段后从分块矩阵的角度分析.将

同组列向量等分成 2
q-k
段 , 每段长度为 2

k
, 由相似

度的定义可得每个列向量都是由 n =card(M A
Z)段

A
＊和 m=card(MA

Z)段 B
＊的某一列乘以分块位置的

系数 cij(1或-1)组合得到的 , 且系数之间满足正交

性 , 即

∑
2q-k

i=1
cij ×ci(j+l×2k) =0 (9)

　　现不妨设 a1 , a2 , …an , b1 , b2 …bm 为闭区间

1 , 2q-k 内互不相同的整数 , ak 和bk 分别代表A
＊

和 B
＊所处行的行序号 , 则可计算同组两个列向量

的内积为

∑
n

r=1
ca

r
j ×ca

r
(j+l×2k)×2k +∑

m

r=1
cb

r
j ×cb

r
(j+l×2k)×1  h

(10)

　　由(9)式可知

∑
n

r=1
ca

r
j ×ca

r
(j+l×2k)=-∑

m

r=1
cb

r
j ×cb

r
(j+l×2k) (11)

将(11)式代入(10)式得内积表达式为

h =∑
n

r=1
ca

r
j ×ca

r
(j+l×2k)×(2k -1)=

-∑
m

r=1
cb

r
j ×cb

r
(j+l×2k)×(2k -1)

(12)

若记 ∑
n

r=1
ca

r
j ×ca

r
(j+l×2k) = ∑

m

r=1
cb

r
j ×cb

r
(j+l×2k)  d ,

则h=d×(2k -1).下面估计 d的大小.

当 n 和 m 都是奇数的时候 , d 为闭区间

1 , min n , m 内的奇数;当 n 和m 都是偶数的

时候 , d 为闭区间 0 , min n , m 内的偶数.

至此 , 平移复制的情况证明完毕.

在证明 Bri
1
W
F
q , k 和 [ X2q ] 杂交 , 即对称复制

的情况之前 , 有必要从分块矩阵的角度理解推论 2

和结论 4的含义并比较平移复制和对称复制的区别

和联系.

对称复制的情况虽然无法写成两个低阶矩阵直

接做 K ronecker 积的形式 , 但和平移复制一样都是

把初始矩阵通过作用矩阵不断作用的方式生成 , 其

中桥函数的初始矩阵为 I2k , Walsh函数的初始矩阵

为 [ X2k ] , 作用矩阵为 [ E2 ] .这种方式保证了桥

函数矩阵和 Walsh 函数矩阵同样地可以用 2
q-k
×

2
q-k
块每块大小 2

k
×2

k
的分块矩阵表示.

平移复制方式的作用矩阵为 [ E2 ] , 每个分块

有初始矩阵本身和负矩阵两种形式;对称复制方式

的作用矩阵为 [ E2 ] , 每个分块有初始矩阵本身 、

逆矩阵和逆负矩阵 3种形式.

若将每个分块矩阵相对于初始矩阵的符号提取

后写成由 1和-1 组成的符号矩阵 , 则平移复制方

式的符号矩阵为 [ H2q-k ] , 对称复制方式的符号矩

阵为 [ X2q-k ] .两者均为正交矩阵.

在分析清楚对称复制情况下矩阵结构后 , 仿照

平移复制情况的证明不难得到定理 3 的 3个结论.

下面仅给予简要证明.

(1)写成分块矩阵形式后计算可得

A
＊
× A

＊ T
=A

＊
× A

＊ T
= I2k (13)

B
＊ × B

＊ T =B
＊ × B

＊ T =2k ×I2k (14)

∑
m

k=1
cikc jk B

＊
×(A

＊
)
T
= ∑

m

k=1
cikcjk A

＊
×(B

＊
)
T
=0

(15)

　　(2)略.

(3)同样利用分组证明的思想 , 唯一不同的是

具体列的序号有所不同 , 表示相对比较烦琐 , 这里

不再繁述.

证毕.

推论 3　当 k=1且 min{card(M
A
Z), card(M

B
C)}=

1时 , 杂交桥函数 Z任意两个的互相关函数在零点

的绝对值不超过 1.

小结　由定理 3知 , 杂交桥函数矩阵的行向量

相互正交;列向量中零元素的个数相同 , 且若将所

有列向量按一定规则等分成一些组 , 组数和初始矩

阵的阶数相同 , 则不同组的任何两个列向量正交 ,

即可以从杂交桥函数中挑选和初始矩阵阶数相同个

数的两两正交序列族.同组内列向量内积的取值范

围和初始矩阵的阶数及杂交函数矩阵的相似度都有
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很大关系 , 一般来说初始矩阵阶数越小 , 和父母矩

阵中某一个相似度越小 , 内积的取值更接近零 , 也

就是越接近正交.

由定理 1不难得到定理 3中杂交桥函数矩阵 Z

的个数为 2
2q-k

, 和结论 2中桥函数矩阵个数相比极

大扩充了函数序列的研究范围.同时由定理 3可知

杂交桥函数序列中零的个数可以灵活调整 , 改善了

结论 1中对桥函数序列中零的个数的束缚.

4　结论与展望

文章提出一种新型三值函数 —杂交桥函数概

念 , 并给出了其简单性质 , 同时在数学上给予严格

的证明 , 初步建立了杂交桥函数理论体系 , 完善和

发展桥函数理论的同时为其进一步应用于通信系统

提供了重要参考.研究结果表明:这种杂交方式能

够灵活调整现有桥函数序列中零的个数 , 且当父母

矩阵的初始矩阵阶数和杂交矩阵相似度满足一定条

件时杂交桥函数具有较好的正交特性 , 并且极大地

扩充了函数序列的研究范围.

本文只给出了一种杂交方式和简单性质 , 关于

其相关函数的性质有待进一步研究.构造其他杂交

生成方式并研究该方式下函数序列的性质也有待于

进一步研究.
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